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In this pUfter the traceable classes of an infinite graph are defined and studied. They are the 
classes of 1-tra veable subgra >hs (i.e. those subgraphs the ec’ges of which can be arranged in an 
infinite sequence (e, bn Ek SW+ that e,, # e, if n # p, and e,, e, + 1 are adjacent) of the given graph 
which cannot be separated by the deletion of any tinite s?t of edges. It is &own that these 
classes are closely refated to some wall-de~ned terminal classes (=ends) of the ~~ne-~aph of the 
graph. Several properties of traceable classes are studied, in particular it is shown that the free 
classes can be distinguished as odd or even. These COP >epts are then used to give new solutions 
to two problems of Ore. 
Dans [3] Halin in~oduit le concept de eslusses f~?~~~u~es (Ende) it’un graphe 
infini X, ce sent les classes de rayons (chaines simplement infinies) de X qui ne 
peuvent etre &pares par la suppression d’un nombre fini de sommets de X. Ee but 
de cet article est de definir la notion duale obtenue en considerant la separation 
non plus par les sommets mais p ?r tes a&es, et d’cn donner ensuite des 
applications. 
Separer les parties d’un graphe & l’aide uniquement des a&es implique que 
deux sous-graphes doivent etre consider& comme disjoints simplement s’ik n’ont 
aucune a&e commune. Aussi aux notions de chain@, de rayon et de circuit infini 
(chaine doublement infinie) seront substituees les notions de graphe que l’on dira 
0 (resp. 1, 2)-tPagable selon qu’il existe un epimorphisme fort (i.e. linduisant une 
bi@tion entre les ensen oles d’arstes) d’une chaine (resp. d’un rayon, d’un circuit 
ors les ~~~~§e~ ~ ~~~~~~~ d’~~~ ~pbe ~~~ni X, ~ornrn~ !es 
classes dies sous-graphes I-tracables de X qui ne sent pas s&pares par la suppres- 
tra~ables, g’ui est biject~ve lorsque le graphe est De ~1~s certains 
suivant que les ensemblies fir-iis rn~~ima~x d’aretes q i les “isofent” ont tous une 
cardinalit& respectivement p.aire ou impaire. 
Utihsant certaines proprietes analogues des classes terminales des graphes 
localement finis, Zelinkin [HI, 111 resoud partiellement un probl~~e pose par Ore 
[6, p. 4’71, qui etait dc caract&riser les graphes infinis sans sommet de degri: impair 
recouvrables par k et par pas mains de k sous-graphes It-tracables. Ne semblant 
pas savoir que dash-Willialns [5] avait deja resolu enti~rement ce prob~~me, 
Zelinka donne de celui-ci une solution fort belle et fort Claire pour le cas 
particulier des graphes locafement finis. 
Nous montrerons que ce genre de solution &end alors fort bien dans 
ghiral, en utilisant les classes tracables en lieu et place des classes terminales. 
Nous geniraliserons aussi ce type de solution pour resoudre le deuxieme 
probleme de Ore, qui etait de caracteriser les graphes infinis recouvrables par k et 
par pas moins de k sous-graphes tracables, ce qui avait deja ete fait ldar 
Rothschild [8] a l’alde de methodes tout a fait analogues a celles de Nash- 
Williams. 
Nous remercions le professeur G. Sabictussi de ses remarques pertinentc; et en 
particulier de nous avoir suggere d’uti~iser la notion de graphe derive, ce concept 
s’insere en effet naturellement dans une telle etude. En fait eette dernii?re aurait 
pu etre faite en travaillant zlniquement avec les classes terminales des graphes 
derives. Mais cet ensemble nous a paru trop riche, c’est pourquoi nous avons 
defini les classes tracables Fun graphe dont l’ensemble peut Otre consider&, a une 
bijection p&s, comme unc partie de l’ensemble des classes terminales de sa 
d&i&e, avec l’egaliti dam certains cas particuliers qui ont et& compl~tement 
caracterises. Malheureusement il ne semble pas que les preuves des resultats 
obtlenus dans Ies Sections 3 et 4 auraient gagne en clarte et en simplicite aver 
l’emploi des graphes d&iv&,, c’est pourquoi nous avons limit6 celui-ci aux deux 
premieres sections. 
Pour un ensemble X nous noterons 1x1 la cardinalit& de X, et $3(X) (resp. 
%I w ix)) I’ensemble des parties (resp. dcs parties finales) de X. 
. Les graphes que now considererons sont non orient&s et sans boucle. 
un graphe X nous noterons V(X) I’cnsemble de ses sommets, et E(X) celui de 
at&es. Une ck&e e de X est une paire non ordonn~~ d’~~~ments d~stincts de V 
appeles les extrci;mitks de e. Car&e d’extremit& x et y sera notee [x, y]. De plus le 
e reduit au seul sommet x (resp. a la seule a&e e) sera note (x) (res 
), nous po~~erons 
Vf;, ; 
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osante de X contett mt X. 1 V(x; X,l est apple16 le 
x; X). Un graphe X est lscalement fini si d(x; X) 
est fini ~0u~ tout x E V(.~~. Si n est un cardinal, )i< est n-~~~K~i~~ si d(x; X) = n 
n graphe non vide connexe et 2-rkgulier est appele un 
st encore appeK un cycle. 
Y est un s~u~~~ra~~~~ de X, sy~boliqu~me~t Y z X, ssi V( Y)E V(X) et 
E(X), et Lest un fwteur de X dans le cas pnrticulier ob V(Y) = V(X); 
c’est une restricti de X ssi c’est un sous-graphe tel que x, y E V( Y) et [x, y]~ 
E(X) implique~ , y]E E( Y ). Pour S G V( K‘) mws noterons X 1 S la restriction 
S. Si S est un ensemble quelconque nous poserons X- S = 
pour un graphe Y. X - Y ksignera le graphe X -- V(Y). Duale- 
ment si A est un ensemble d’arGtes, X\ A sera le plus petit sous-graphe de X 
avec E(X\ A) = E(X) - A, et pour un graphe Y, X\ Y dksignera X\ E(Y). Une 
a&e e de X est un istha si X est connehe alors que X\ e ne l’est pas. 
La &union d’une famille (X,jiel de graphes est le praphe, not6 ciEr Xi, tel qus 
et 
L’intersectiorl $llK, /Xi est dkfinie d’une facon analogue. De plus si (Xi )i E 1 est unz 
r’amille de sous-graphes d’un graphe X, la restriction de X B UrE, V(Xi ) est 
appelke le johf de la famille (X,),E fr et est notie Vie 1 Xi* 
Une chaine W = (x0, . . . . x,) est un graphe avec V(W) = {x,,, . . . , x,j (xi # x, 
pour if i) et E(W) = ([x,, x~+~]: 0~ i c 13). Un rayon R = (x0, .Y,, . . .) est un graphe 
avec V( RJ = (x,* : tt E I%) (q # xj pour i # j) et E( RB = ([q, xn _J: n G N). D’aprks ce 
qui prkkde un circuit infhi C = (. . . , x_ ,, x0, x1, . . ,) est un graphe avec V(C) = 
Ix,,: tz E Z) fq # xi pour i # j) et E(C) = ([a( q+ J: n E 71, qui pouna dsnc toujours 
Ztre consid& comme la rkunion de deux rayons. 
&ant donniT deux sommets x et y d’un graphe X, nous appellerow xy-chaine 
de X toute chaine de X d’extr~mit~s x et y. Si x = y, une telle chaine sera done 
rkduite ac seul so x. Plus g&k-alement, si A, B c V(X), une A 
X sew toute xy-c e de X avec x E .4 et y E B et dont seulcs les extr6miGs 
appartienI~ent B En par~i~~~lier taut &%t3e e An sera done une 
A&chains. 
erge [I]) est le graphe not6 i) 
et ) = ([e, P’]: e et 4’ 
et ?P 
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Etant don& deux graphes X et Y, un home hisme q: X-+ Y est une 
tion de V(X) dam V( Yj telle que [x, y ] E E( lique [cpx, (P~]E E( I’). A 
tout homomorphisms cp es4 associee Ea foncti (X) --+ E(Y) telle que 
<p#[x, yj- [qx, qy] pour tout [x, y]~ E(X). Un homomorphisme cp est dit fort si 
cp# est injective; et c’est un kpimorphisme si <p et cp# sont surjectives. 
On dira qu’un graphe X est 0-tra~~&le (resp. 1 -tra&le, 2-tracable) ssi il existe 
un epimorphisme fort d’une cha”ine (resp. d’un rayon, d’un circuit infini) sur X. 
Plus generalement X est traqable 
appartenant a (0, 1,2). 
S. Etant don& un graphe X, un 
sous-graphes de X verifiant les deu.x 
(i) U&=X; 
s’il est i-tra$able pour un i quelconque 
recouurment de X est une famille .SZJ? de 
conditions suivsntes: 
(ii) E(A)n E(B) = $j pour A, B E SQ avec A# B (i.e. A et B sont ar6te- 
diSjOiWS). 
Un recouvrement .& dun graphe X sera dit i-trqable pour i = 0, 1,2 (resp. 
truqable) ssi chaque membre de sQ est i-tracable (resp. tracable). 
0.6. Rappelons pour terminer le concept de classe terminale introduit par HaiLr 
3, p. 1271. Si S E$?,,(V(X)) et si R est un rayon de X, %‘,&I?) designera 
l’unique composante de X- S contenant un sous-rayon de R. Si RI et RL sont 
deux rayons de X, nous poserons R, -x R2 ssi Vx+(R1) = VX_JRZ), pout tout 
S E v,( V(X)). Cette relation est une equivalence sur l’ensemble des rayons de X, 
dont les classes sont appelees classes termindes de X (Halin utilise le mot 
“Ende”). Nous noterons T(X) l’ensemble de ces classes, et [Rlx la classe de R, 
oh R est un rayon de X. Pour TET(/X) et S@#,JV(X)), nous dkfinirons Cex__&) 
en posant Cex_&) = %‘x_,(R) pour un R c T quelconque. Une classe termina!e T 
est dite libre ssi il existe S E’$,(V(X)) tel que ie,_,(r) f %?x_&‘) pou:; toute 
classe terminale T’ difFrente de T. Dans le cas contraire T est dite li6e. * 
ses 
Comme nous allons utiliser les graphes derives, now allons commencer par 
rappeler deux resultats bien connus et evidents. 
. Si Y est un sous-graphe d’un gvaph~ X, dors dY est une wstriction de ax. 
. Soit n un entier > 3. Up1 gmphe X esh isomwphe au graphe bipayti-con2~~et 
ssi dX esi isomorphe au graphe complet K,,. 
(a) S0ft E = (x0, x1, . . .) un rayon. Posons e,, = [G, x, + ,] pour tout 
1 .I cst ~vid~rnrn~~t ufl rayon et un facteur de 8R. De plus 
~~isque on a 4 # xi si i # j alors, pour tout couple (n, p) d’entiers, on a [e,,, en+& 
E(aR) ssi p = 1, ce qui prouve bien que (eo, el,. . .) est une restriction de dR, et 
quement soit R un graphe tel que aR = (e,, e,, . . .) soit un rayon. 
w notons V,, I’ensemble des extrbmitbs dans R de l’ar&e e,,. On a 
= I et vJw,,+,== $3 quel que soit p > 1, puisque 8R est un 
rayon. Posons, pour tout n < 0, V,, i7 V, + I = {x, +l} et V0 - V, = {x0}. I1 est alors 
clair que (x4,, x1, . . .) cst un rayon qui est 6gal B R. 13 ’ 
n. Si X est un ~~~~~e I- traphle, alms CX posside un tw ycm R 
comme facteur feI que t3X 1 V( I?‘) ne soit pas complet quef que soit te sous-myotz R’ 
de R. 
Soit cp un Cpimorphisme fort du rayon (0, I, . . .) sur X. Alor; 
R = (*PEO, 11, p#[: 1,23, - * .I 
est bien un rayon et un facteur de 3X. D’autre part s’il existe n tel que 
soit complet alors, d’aprits 1.2, <p(n, n + 1, . . .) doit &re isomorphe 5 I&+ mais 
ceci est impossible puisque <p est fort. D’o\i te r&what. •s 
25. e, La rkiproque de la proposition prkidenre est manifestement 
fausse. En effet considkons le graphe X formti du rayon (0, 1,. . .) et d’itn 
sommet a adjacent B tous les sommets du rayon. Ce graphe n’est pas l-tracabie, 
et po~rtant ie graphe 
WA al, K4 11, EL al, l&21, I?, al, R31,. . .) 
“obtenu en alternant les a&es du rayon avec les a&es incidentes 5 a” est un 
rayon et un facteur de 8X tel que la restriction de aX B tout souvrayon ne soit 
pas compl&e. 
Nous allons maintenant prouver un lemme qui nous sera usik un peu plus tard, 
et qui est relatif aux rayons des grap 
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Si de plus, quel que soit le sow-rayon R de (Q, el, . . .), Ee graphe 8,X 1 V(R) 
n’est pas complet, aloes ii existe ww a~~~ica~io~ s~~icte~e~? croissante g :f+l ==-+ N telle 
que pg soit un ~o~o~o~~is~~e fort de (0, 1, . . .J dans X aoec 
E(im cp \im qog) --{e E E(im cp): ]4p+‘e] = 2). 
. (a) Notons V, l’errsembte des extrkmitks de e,, pow tout entier 
On dkfinit alors <FO et cpl de man&e que V, = (~0, cp I}, et on pose f0 - 0. 
Supposons rpn, cp(n + 1) et ffz dkfinis pour un n 2 0, de facon que [qn. u)(n -+- l)] = 
Ql* 
Si cp(rr tl)E Vn+z alors on difinit rp(n + 2‘) comme I’unique Mment de V, + 2 - 
(cp(n + I)), et on pose fin + 1) = fn + 1. 
Sinon on a pz c Vn+2, on pose alors <p(n -I- 2) = q;pn et f(,r + 1) = fn. 
I1 est clair que les deux fonctions ainsi definies verifient les conditions (9 et (ii). 
(b) Prouvons maintenant la deuxieme partie du lemme et construisons la 
fonction g de la manike suivante. 
Posons g0 = 0 et supposons gr2 defini pour un entier tz a 0. Alors, pnisquc 
nest pas complet, il existe un entier p afgn tel que I#‘#--‘e,l= 1. Constditrons Ie 
plus petit de ces entiers p, et definissons g(n + 1) comme le plus petit entier tel 
que ~g(n+l)==~+l. 
On voit akrs asc;ez aisement qu’en raison des conditions (i) k:t (ii), g est la 
fonc?ion cherchke. III 
n. Suit Y MM sous-graphe I-tragahle C’un graphe X. AIors pour tout 
ensemble fini A d’ar&es de X il e:riste une unique covnposante de X\ A contenant 
un sous-grhphe I- tmgable de Y. On la notera Vx \A ( Q. 
* Soit <P:R+X un ~pimo~hisme fort d’un rayon R = 
(x0, x1, ’ * .J sur Y. L’ensemble A etant fini, et q &ant fort, il existe un entier rt tel 
que, si R = kc, x.,+1,. .) e!;t le sous-rayon de R d’origine x,, alors A n <pE(R,) = 
8. Par suite cpR, cst un sous-graphe l-tradable de Y \ A, et Y \cpR,, est fini, ce qui 
suffit pour j~rouwr le resultat. f3 
Remarqwn3 que %X,A (3’) est la composante de X\A contenarmt l’un~qus 
composante infinie de Y\ A. 
. Si et Y, sont deux sous-g*ap 
1’0 =x Yl ssi %X\A(l<.jl=‘;e~\~ (Yl) pour tout A &&,(E(;C)). 
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noterons 8(.X) I’cnsemble de ces classes, et 1% la classe de V pour un 
i va suivre cst analogue a une propriite bicn connue des rayons et 
de la relation CC-~. II fait appel B unc3 notion duale de celle de AB-chaines ou A et 
bles de sommets, que nous allons tout d’abord definir. 
bles d’ar2tes d’un graphe X. On 
e chains W=(x,,,...,x,,) de X avec nal 
ux proprietis suivantes: 
e. Soit X ml graphe, et soit Et1 et E, deux parties de E(X). Pour toute 
J5,-chafne U de 6X. I! exisre une E,,E,-cbaine unique W de X telle que 
. Notons e, et e, les extremites de /I, ct s3it Y le sous-graphe de 
) E V(U). Puisque U est une E,E,-chaine, Y est un arbre tef que 
Pour i= O,1 notons Xi une extremite quelconque de 
rC%t ei. Alors, si W est ~‘llnique x,x,-chaine de Y, W U (e&J (ei) est Za chake 
cherchee. cl 
e. Soit Y0 et Y, deux sous-graphes I- tracables d’un graphe X. Les 
e’nonws suivaslts sont iqrli;Jalents: 
(9 Y. sX Yr ; 
(ii) Ro-rl:C RI oh, pour i = 0, 1, Ri est un rayon quefconq-re afe aY, ; 
(iii) I1 existe UII sous-graphe I -tragahle Y de X tel que l’orl ait lE( Y n Yi)l = No 
pour i=O, 1; 
(iv) II exkte un er?senr&le infini de (E( Y,), E(Y+ch&es de X deux h deux 
a&e-disjoiiites. 
. Pour i = 0, 1 il existe un ipimorp isme fort ‘pi du rayon (0, 1, . . .) 
sur Yi* POSOIIS 
c’est un rayon et un facte 
(i) G3 (ii). Pour i “, et par suite: 
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(ii)* (iii). Puisyue Rz -vax 7 il existe w ensemble infini 
(V(R$) - ~‘(~~~)-~ha~n~s de aX dwx h deux di~joi~t~s. 01 pouna alors toujours 
trouver une famille infinie ( W,,),,+ d’&@ments de A telle que, pour i = 0, 1, si 
C&S;, sl+ l] est l’extrkmitk de W, dans V( RF), alors 011 ait sx < sk +, et 
aX 1 V(R2”+’ ) ne soit pas complex oti R2ft+i est la s~us-charnel (<P#[s~,+~, &+ + 
11, s m e 7 <p#[S\“+i+ly Si,+i+l+ 11) de R”. A10r§ 
est un rayon de ijX tel que IZ? n R”l= Hct pour i = 0, 1, et tef que 8X 1 V(R’) ne 
soit pas complet pour tout sous-rayon R’ de R. 
Finalement, d’apris le Lemme 1.6 et en raison du choix des sl, il existe un 
~omomo~~isme fort rp du rayon (0. 1. . . .) dans X tel que ‘, ++a ait 
cp #-’ V(R’““’ )#g pour tout nN et i = 0, 1. Ce qui prouve le Gsultat. 
(ii) + (iv) Soit A un ensemble infini de (V(R$, V(~~))-cha~nes de 3X dtux 
& deux disjointes. Pour chaque U E A notons Wr, l’unique (E( YJ, E( Y,))-chaine 
ce X telle que E( W,) E V(U) (cf. 1.10). Alors il est clair que la famille ( WU)lIca 
rkpond k la condition (iv). 
(iii) * (i) et (iv) 3 (i) sont evitentes. 0 
2. D’aprGs ce qui prkkde nous pouvons d&kir une injection px de 8’(X) dans 
T@X) en posant, pour tout sous-graphe l-tracable Y de X, px(l[ylki = [R&,x oti 
R est un rayon quelconque de Y. Cette injection n’est ~videmment pas surjective 
dans ie cas g&&-al, comme le montre l’exemple du graphe &, Cornme 
ronskquence directe de 1.4 et de 1.6 nous obtenons: 
3. Soit X un graphe et soit T E 3(aX). Alors T E im px ssi il existe un 
rayon R E r tel que aX 1 V(K) ne soit pas corn@ quel que soit le sous-rayon R’ de 
R. 
En effet, s’i, existe un ensemble fini A d’arhs de X tel que 
(I?,) alors, si S est l’ensemble des extkmitks des ar&es appar- 
tenant 5 A, c’est un ensemble fini, et on a %‘x_s(RO) f Cex-,(&I. ID’& le 
rksultat. Lt 
La r~ci~roq~e st fausse en gMra1 comme le mo3tre l’exemp~e suivant. Soit X 
he forms d’un circuit infini C et d’un somm 
sont deux rayons de X tels 
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On ~otera -h, l’appl~cation de T(X) dans 88(X) telle que l’on aia Y&?]~ = 
pour tout rayon R de X, i.e. l’image par ‘yx d’une classe terminale 7 de X 
est l’unique classe tracab e de X qui la contient. En g&n&al cette application n’est 
ective ni surje~tive tivitk, il sufit de considkrer I’exemple 
phe biparti-complet K2,K,, er: cst le 
tm graphe 2-tra$able sans rayon; on 
lons etudier maintenant dans (:uelle:s conditions !pz application px et plx 
precedentes sont surjectives ou hi jectives. Rappctons que px est dCjh une in jec- 
tion. 
e. Soit X tltl praplw. L’applicntim px est we bijection si, pour tout 
sonzrnet x de X, kwsemhle des isthes incidents b x n’est pas une partie cofinie de 
E(x: X). 
n. (a) Nkessiff?. Supposons qu’il existe un Fommet x tel que l’en- 
semble des isthmes incidents ;i x soit une partie cofinie A 3e E(x; X). Afors iI est 
clair que pour tout sous-graphe 1-tracable Y de X, il existe un ensemble fini B 
d’aretes de X tel que A nE(%,,, ( Yb) = $3. Par suite pour tout rayon R du 
sous-graphe complet 8X 1 A de aX, on a [I?$+,$ im px, ce qui prouve que px nest 
pas surjectif. 
(b) Su~sance. I1 sufht ~videmment de prouver que px est surjectif. 
Soit Y un sous-graphe complet infini de 3X. Soit 2 le sous-graphe de X tel que 
E(2) = t’(Y). Puisque Y est complet et de cardinalit cu bh‘,), alors Z est 
isomo~he & Kl,,. Soit x l’extremite commune de toutes les a&es de 2. En raison 
de l’hypothese du theoreme, et puisque d(x; X) 3 &, il existe un ensemble infini 
A d’arctes de X indicentes B x qui ne sont pas des isthmes. On a deux cas B 
considerer. 
(b.1) 11 existe un raven R de X tel qne x E V(%‘x-_s(R)) pour tout § E 
‘&,(V(X--x)). Alors on g E(ZW&’ x,s(RL)~ 8’ pour tcute partie finie B de E(X), 
ce qui i~~plique que ~x~R~~ = [R’]3x pour tout rayon 3’ de Y. 
(b.2) I1 n’existe aucun rayon verifiant l’hypothese de (b. 1). On a alors deux 
sous-ca3 a considkrer. 
(b.2.1) I1 existe n ensemble fini d~nombrab~e r de cotnposantes de X-x 
de G, contenant x. Le graphe a( u GEF 6-;;) ert 
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posskde un ensemble infini de ces somme~s. owns comme pr~c~d~rnrnent 
G, = X 1 t/(X U (x)). D’aprks es r&hats (3.21) t (3.1 If de [7] il existe un 
ensemble fini S de sommets de G rel que X - S U (x} ait un ensemble in 
composartes contenant des klkments de I? L’ensemble r &tant infmi et S etant 
fini, celul-ci posskde done un element y tel qu’il existe un ensemble infini de 
yf-chaines de G n’ayant deux &deux que le sommet y commun. 
il existe un ensemble infini dE3nombrahle 4 ii< xy-chaines de G, 
deux que leurs extremitks x et y communes. Alors, tout comme en (b.2.1). le 
graphe a(U Lh) est une restriction infinie d~r~ombrable de aX qui n’est pas com- 
plete, et qui posside ~videmment un rayon R comme facteur. La conclusion 
est la m&e qu’en (b.2.1). 
Le fait que px soit surjective est alors une cons@quence de 1 .J et de 1. i 3, 
&or&me. Soit X un graphe tel que X - S ait WI nonhe firti de cowposantes 
pour toute partie finie S de V(X). Aiors les applicatinw yx et px sortt surjectives. 
C’est une consequence immkdiate de 1.16 pour px. Quant B “yx il 
faut montrer que toute classe traCable de X contient un rayon, Soit Y un 
sous-g.-aphe 1 -traqable de X. Construisons par rkrarrence les suites ( .qJRs=w et 
(2, )N<:w. 
Posons Z,, = X et soit x0 un sommet quelconque de X. Supposons que pour un 
entier n les suites (Xi)is,l et: (Zi)iS,l soient dGfinies de man&e que (x0, . . . . x,,) soit 
wne ckaine de X et, dam; le cas oti tt >O, Z,, soit une composante de 
X-(X0, * *. , x,,-,) contenant x,, et telle que & fI Y soit infini. Alors en raison de 
l’hypothkse du theorkme il existe une composante Z,, 1 de Ziz - x, telle que 
2, + t 0 Y soit in~ni. Cornme Zn est c~~nex~ et x,, E V(Z;,) il existe des sommets de 
%r+l adjacents B x, ; notons ~n+~ l’un d’eux. 
Alors R = (x,, x1, . . .) csb un rayon de X tel que Y n%?,_,(R) soit infini pour 
tout ensemble fini S de sommets de X. Cela implique done a fortiori que, pour 
tout A&&,,(E(X)), on a “e,,,(R)=%‘,,,(Y), i.e. R =x Y. Cl 
0 ChOl e. Soit X WI graph quelcolzque. Alors les applications yax et pax 
sont sur~ect~~es. 
C’est une conskquence immediate de 1.17 et du lemme suivant. 
C. Soit X wt graplte cowtexe et soit A we partie finie dz E(X). Nors 
I’ensen&le des corttposantes de X\ A et cehi de KY - A son? 
En effet l’ensemble des cotnposantes de X\ 4 a une card~nalit~ 
igale 
d’une 
ar forciiment njectiw. En effet soit X0 et X, deux 
somorphe\ B f&, v:! soit .Y le graphe obtenu en 
joignant Ies deux sommets de degrk infini de X0 et :%* X, par une a&e. Le graphe 
&K est afcw~ form& par la reunion de deux graphes wmplets infinis n’ayant qu’un 
mun. II est alors dair que l-on a ‘9$3X) T= 2 alors que @(ax)) = 1. 
. Si X est wt paphe haherot fitir ahs !es appkations yx et px 
son t des kjec tions. 
hmo on. En raison de 1.17 il reste A montrer que ‘)+u est injective. 11 su%it 
de prouver que, si K,, et R, sont dew rayons quelconquss de X, aEors R,, zx R, 
implique R,, -x R,. 
Supposons qu’il cxiste un ensemble fini S de sommets de X tel que 
Natons A l’ensemhle des ar2tes de X incidentes B S. C’est un ensemble fini 
puisque X est localement fini. De plus, y3ur i = RI, on a 
Fa2 suite on a 
D’oti le r&hat. U 
La condition du thGor&me n’est kvidemment pas nkcessaire, puisque par 
exemple tout graphe infini complet ainsi que son graphe d&iv6 ont une seule 
classe terminale ct une seule classe tracable, et en corkquence, dans un tel cas les 
deux applications pr&tZdentes ne pourront pas etre autrement que bijectives. 
Ge theor&me implique en particuliel yue pxo”yx est we hijection de T(X) SW 
%(aX). En conskquence de ce resultat et dt: fait que si un graphe est localement 
fini alors il en esl de m?me de son graphe d&iv& on montre aiskment par 
r6currence que: 
Plu:; g&-kralement, en raison de 1.18, on obtienl faciiement par rkcurrence: 
Soit 
254 ip. Poht 
V 
4x3, Une classe tradable G cl’ e X set-a dite ( 
ssi it existe un ensemble fini d’arZti5; .4 tel s\*(F) # %&\A 
classe traGable E’ # E (et si %&\A (&it ne contient aucun des sommets de degr6 
impair de X). tine classe traGable non libre est dite Ee. 
Les notions de libertk et de kibel-t6 forte coincident s le gr~phe n’a aucun 
sommet de de@ impair. De plus 11 t:st clair que si in grap?w a un nombre fini de 
classes tracables (et de somnets de c’eg6 itqwir), aiors chaque classe trapzble est 
(fortemen t ) Eibre. k 
Le concept de libertt? forte qui :scanbie tout & artifkief a priori, se verra 
parfaitement justiffik dans les sectiol’s suivantes. 
2. e. Si la notion de Ktert6 pour les classes traCahlcs est l’exacte 
rkplique de la notion analogue pour les classes terminales, il n’y a pourtant 
aucune relation entre la libert6 d’une classe terminale T et celie de la classe 
tragable yx7 qui la contient. En effet consid&onb les deux excmples suivants. 
U! Soit UC),,, une famille de rayons deux B deux disjoints. Posons & = 
(x0, XI, l * J, et soit X le graphe tel que 
Alors [R,], est like tandis que [R& esi libre puisque c’est l’unique claw 
traGable de X. 
(2) Soit R = (x,, x1,. . .) un rayon, et soit (A,,),,, une famille d’ensemble: 
infinis disjoints de V(R), et deux 2 deux disjoints. Considkrons le graphe X te 
que 
V(X) = V(R) u U A, 
ilCW 
et 
k est like tandis que [Rlx est libre puisque c’est 1-u 
zerminalte de X. 
Comme pr~c~demment on rema 
ertk n’est pas plus pr&ervCe par 
que 1 
) dan 
Sous-graphs traqables des graphes infinis 255 
tel que 
l’exe e 2.2(2) et si on definit Y comme le graphe 
et 
mu u u C&.Yl- 
nco YEA, 
alors [I& est I ue element de S?(Y) done est libre, tandis qu’il est loin d’en 
&r-e de mSme de x [Z?& en raison des classes terminales associees aux restric- 
tiond de aY B yc A, [& y] pour tout n < 0. 
(2) Par contre il est clair qu’une classe tracable E d’un graphe X quelconque est 
libre si pxs est lik jre. 
3. 
u Par partition partielle d’un ensemble nous entendrons une partition d’une 
partie de cet ensemble. Nous aurons 5 considbrer, comme partition particuliere 
d’un ensemble A, ‘ensemble des parties a un element de A, que nous noterons 
CA1 . 
Etant donne un graphe X nows noterons V,(X) l’ensemble des sommets de 
degr& impair de X, et nous poserons 
h 
C(X) =25(X) u V,(X). 
3. 
l’ensemble 
. (i) Etant don& un ensemble fini A d’aretes d’un gmphe X, 
i?4 = ((a E b+(A): %&‘\A (CU) = G}: G composante de X\ A) 
est une partition de 8’(X) que I’on dira induite par A. 
(ii) Une partition partielle 9 de 8’(X) sera dite induite par un ensemble fini A 
d’aretes de JC ssi on a 9 c ga. 
(iii) Plus genera eme?ht une partition partielle 9 de 8’(X) sera dite induite ssi 
elle est induite par u.1 certain ensemble fini A d’aretes de X. 
i X est wz graphe coranexe alors hute partition partie1ie 
n en dkduit alors 
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4. Nous UtiliseronS $ar la suite l’extension s&ante d’un graphe. 
Etant dorm6 un graphe non vide X nous choisirons une foi our toutes une 
famille (Rx)xg\7,ix) de rayons deux B deux disjoints, tels que n’ait que son 
origine x en common we;: X. fplIot.6 poscrons alors 
Ee graphe X ’ n’a aucun sommet de degr6 impair, et l’application ar i--, cy+ de 
a*(X) dans g(X”), oti cy+ est soit !‘?~~ique dasse tradable de X+ contenant cy si 
a! E 8(X), soit [R& si cy E V,(X), est bijective. De plus il est clair qu’une 
partitian parhelle 9 de 8+(X) est induite par uvz ensemble A ssi la partition partielle 
F=(Pi: PECY)7 oh P+==(cy+: cy E P). de 8(X*) est i~dui~e par A. En particu~ier 
une chse tragable E est fortevnent libre ssi E+ est Iibre, mais par contre dans le cas 
oii V,(X) est infini, E peut &re libre sans que E+ le. soit. 
3.5, e. Si un graphe cmnexe infini n’u au’un nornhre fini de sol,lv?aets de 
degvk iv~~a~~, utors il co~tie~t uvz sous-~va~~e l-tracable. 
Soit X un tel graphe. C’est trivial si X a un rayon. Supposons 
qu’il n’en ait pas, alors il possede des sommets de degr6 infini, dont I’ensemble 
sera not.6 S. Toute composante de X-S est finie et, en raison de l’hypothkse du 
lemnle, l’ensemble !-’ de ces composantes possidant des sommets ayant un degrE 
impair dans X est aussi fini. Par suite, en :dnskquence de la connexite de X et du 
fait que tout sommet apparltenant B S est de degr6 infini, le graphe X- U r est 
un sous-graphe infini de X ne possidant aucun sommet de degr5 impair et aucune 
cor$lposante finie. Alors, en vertu de [4, Theorem 21, X- U r a un recouvrement 
24raqable. D’oti le &ult;dt. Cl 
3. e. Soit PcrizF+(X) tel que f P) soit induit, et soit A0 et A 1 deux 
ensembles finis nzinirrzaux Car&es de X ivlduisant 3. On CL dors \A,d E 
(A,! (mod 2). 
IP. En raison de 3.4 il suffit de considerer le cas d’un graphe X sans 
sonrmet de degr6 impair. 
‘Supposons A. # A 1. En *-aison de la minimalit de A0 et de Al, on a Ai $ t%,_ ,
quel que soit i E ((I, 1). Posons 
our i = C?, 1 et un ~rl k P quelcony .6, et soit 
En raison de la finitude de A&Al et puisque, po r tout sommet x 
% l’une dcs a&es ap~arte~ant B A0 W A,, on a 
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d(x; X) qui est pair ou in ni, on en deduit que Z n’a qu’un norabre fini de 
sommets de degri impair. De plus Z ne peu t pas avoir de sous-graphe: 1 -tracable, 
out tout sous-graphe 1-tracable G de Z il existerait, en raison de Z, un 
unique i E (0. 1) tel que Y, = W,,,, fiGa,), ce qui contredirait le fait que A. et Al 
induisent P. Par suite, en vertu de 3.5, toute composante de Z est finie. Or toute 
are incidente B un sommet de Z et 5 un sommet de YoIJ Y, est &?ment de 
A0 A,, ce qui implique que 2 n‘a qu’un ncmbre fini de zomposantes, et par 
cor&quent qu’i: est lui-m*me fini. 
D’dutre part, en raison de la minimalite de A,, et de Al, l‘ensemble 
A =A&JA,--A,,f=IA, 
est l’ensemble des a etes de X \Z incidentes a V(Z). 
Done. comme X n‘a aucun sommet de degre impair, et puisque Z est fini et a 
par suite un nombre pair de sommets de degr6 impair, on a 
IAl = c) (mod 2), 
ce qui mplique bien que 
j&\=lA,l (mod 2). Cl 
Remarquons que si ce resultat devient gMralement faux si I’c,jn remplace 
“classe tracable” par “ciasse terminale”, il reste par contre x:rai darts le cas d’un 
graphe localement fini en consequence de 1.21. Nous obtenons d’ailleurs ainsi 
comme cas particulier l’un des resultats de Zelinka [lo, L,emma 51. Tout comme 
dans cet article, mais d’une fac;on malgre tout beaucoup plus genera!e, nous 
poserons la definition su’i- *ante: 
on. Un ensemble PC S?(X) tel que {P} soit induIlt set-a chit pair (resp. 
ensemble fini minimal d’aretes WC X induisant (P> de 
cardinalite paire (resp. iwpaire). 
Si P est reduit B un set9 element a, on dira plus simplement que (Y est paire ou 
impaire suivant le cas. I1 e.st evident que tout element de V,(X) cs; impair. 
Toute classe tracable fortement libre sera done soit paire soit impaire. On 
notera g,,(X) et 8,(X) les ensembles des classes tracables respectivement pairej et 
impaires de X, et on posera hx= I&i(X)1 pour i = 0, 1 et s” = ]V,(Xjl, ou tout 
simplement hi et s si auce’ne cOnfus on n‘est a crahdre. 
e partition induite de g + (Xl, on notcra 9,, ct. 9l 
les ensembles de qui sont respectivzment pairs et i 
on,. En r-arson de la dehnition de X’ il est clair que, pour I = 0, 1, on a 
E~;P,}, ce qui implique en particulie ue lkFil= I9TI. Par suite nOUS 
pouvons supposer sans perte de generalite que ne possede ~cun sommet de 
degri impair. 
Soit A un ensemble fini minimal d’aretes de X induisant 9. Pour tout P E 9 
posons 
KJ =%,/M 
pour un (X E P quelconque, et notons Ac, l’ensemhle des a&es appartenant B A 
incidentes B des sommets de Yp. 
En raison de la minimalite de A on a 
A = U Ap. 
PE-:P 
De plus a cause de cette meme minimalite, et du fait que les elements de la 
famille ( Yp)pcz.s sont deux a deux disjoints, il s’en suit que pour tout 0 c A il existe 
exactement deux elements differents P et P’ de 9 tels que c1 E .$ n AF.. 
Considerons maintenant le graphe G tel que l’on ait V(G) = 9 et [P. P’]E E(G) 
ssi Pf P’ et \Ap n Apj = 1 (mod 2). D’apres ce qui predede on a 
\E(G)\=2 IA\=0 (mod 2) 
et 
d(P, G) = I&\ (mod 2) pour tout PE 9. 
Alors puisque I V(G)\ = ISI est fini en raison de 3.3(l), le graphc G a UJ nombre 
pair de sommets de degre impair. ce qui prouve bien le rkultat. •I 
(mod 2) 
e. Soit X un graphe tel que ?T+( X) soit firzi. On 11 
orns OIP. En effet [g’(X)] est induit et on a 
rs+m1= r~,(x) u V,Wl. 
D’ou le resultat d’apres le theoreme precedent. 0 
es 
Nous allons maintenant utiliser les notions precedentes pour donner une 
nowelle solution aux deux problkmes de Ore 16, p. 47, Probkmes 3 et 31. 
. Pour un graphe infini X nous considerons les proprietes suivantes: 
1. E(X) est denombrable; 
2. X est connexe; 
3. T+C a au plus un sommet de degre imp&, et s’il n’en a pas alors il a a 
S‘J 
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e X alors A-\ Y a exactemerrt une com- 
P6. Si Y est un sous-graphe fini de X alors X\ Y a au plus deux composantes 
infinies: 
P7. Si Y est un sous-graphe fini dc X sans sommet 
p0sante infinie. 
egr6 impair alors X\ Y 
R.appelons les r&bats de Erdiis, Griiwald (Gallair et Vksonyi [2]. 
( 1 i Utte condition n&esstAire et sufisante pour y An graphe infini soit 1 -traCable 
est qli’il tlhrijie 14s condrtiovs Pl, P2, P3 et PS. 
(2) I/‘w condition ntkessaire et suffisant Ad yraphe in/hi soit 2-tracahle 
est qu’il i+rifie 1~s conditiom PI, Pd. 
41.3. Si WI graplae infini n’a qu’un nomh fim du sommets de degrk? impair 
et p&de exactement uw classe tracable, alors il 0 C+he la propriiti P5. 
Soit Y un sous-graphe fini d,.: X. kmme X a une classe tracable. 
><\Y possede au moms une composante infinie. Soit Z l’une d’elles. Comme 
E(Y) et V,(X) sont finis alors il en est de meme de V,(Z). Par suite, en raison de 
3.5, 2 a un sous-graphe l-tracabk. Done, en vertu de l’unicite de la classe 
tracable, cette composante infinic de Xi, Y est unique. D’oti le resultat. 0 
oposition. Une condition n~ce~saire et sufisante pour qu’un gvaphe injini 
soit l-tracahle est qu’il utrifiz les coladitions Pl, P2 et P3, et qu’il possede 
exactement we classe traiyahle. 
ons Soit X un graphe infini verifiant Pl, P2 ct P3. 
Si X est I-t&able alors il possede une classe tracable qui est unique en raison 
de 1.1 l(iii). 
Reciproquement si X n‘a qu’une classe tracable, alors il vkifie P5 en raison de 
4.3, et par suite il est l-tracable rn maison dc 4.2( 1). 0 
.5. . Si 14~1 graphp infirli Grijie les conditiotzs Pl, P2 et P4, et p&de 
exactement une classe tracahie alors il est 2-tracable. 
C’est une cons6 
kvidemment fausse 
ediate de 4.3 et de 4.2Q). La reciproque est 
rontrc Ic sirr‘f~le cas d’un circuit infini. 
e. Si un cradle X sans sommet 
2-tradable de ca inalit fini Cc, aloTs 8( 1 es fini et 013 a 
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ons on. II existe une famille (C,,)lSnSk de circu s infinis deux B d 
disjoints et un epimorphisme fort <p : CjlSnSk C,, -+ X. aque circui infini 
pc’ur 1 d n s k, est la reunion de deux rayons I?: et 
La premiere partie du lemme est triviale puisque, etant don& que cp est un 
epiinorphisme fort et que toute classe tra$able de X peut etre separee par un 
ensemble Rni’d’aretes de tout ensemble fini de classes tracables de X auquel elle 
n’appartient pas, on a forcement 
g(x)=(I[&Jx: lsnsk et i=O, 1) 
qui est un ensemble fini. 
C3haque classe traCable de X est done libre. Alors pour tout E E 8(X), pour tout 
ensemble fini minimal A d’aretts de X isolant E, et pour 1 s n s k on a 
JE( ,&‘,,) n 4 I= 1 (t-nod 2) ssi il existe un unique i E (0, 1) tel que cpRk E E. 
Par suite si, pour E E 8(X), on rote pF le nombre de rayons RL,, avec 1 s 11 s k 
et i = 0, I, tels que (pat, 5 I, aiors pF est un nombre non nul qui est pair ssi F est 
pair. Par consequent, en posant pE = 2111, lorsque E est pair, on obtient: 
2k = c 2m, + c PO 
F EIP,,(X 1 FEZ’I(X) 
2 2 l&I(X)I + I&(X)l = 2h,+ k,, 
soit k bh,,+$hl. q 
3. Soit X un graphe connexe, et wit 9 une partition purtielle de 8+(X) 
de cardinalit paire ittduite par un ensemble fini minimal A d’ar8tes de X. Alors il 
existe une involution salts point fixe f de ,@ (i.e. fP# P = f2P pout tout PE 9), et une 
famill’e ( Wp)pc+ de chaines de X deux & deux a&e-disjointes tellr all_. 1 o8 b ait: 
(i) Wp = Wrp; 
(ii) Wp mt une (V( YP), V( YfP))-chaise oti., pour tout PE 9 on a YP = %‘x\A(a) 
pour cm (x E P quelconque. 
on. Pour tout P E 9 considerons un sommet quelconque up de Yp, et 
associons lui un nouveau sommet b& V(X) de man&e a avoir bP# bpe, si P# P’. 
Notons X’ le graphe obtenu en joignant ap a bp pour chaque PE 9, et soit T un 
arbre maximal de X’. Notons 1‘” le sous-arbre de T engendre par B = {bp: PE 9}, 
i.e. le plus petit sous-arbre de T contenant B; et pour x, y E V(TB) notons TFy 
l’uniquz xy-cha’ine de TH. 
Puisque !B( = ISI est pair, et en vertu du Lemme 4.5 de [9], il existe une 
irivohrtion sans point fixe g de B telle que les elements de !a famihe (TFp,ghp),+b 
soient deux a deux a&e-disjoints. 
I1 ne nous reste alors plus qu’h dkfinir la permutation f de 9 de face 
de manihe que W, soit la plus petite cha 
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&ifianr les conditions Pl, P2 et RI, et tel que 
twtnent 2-trueable de cardinalit 
k = h,,+$h,. 
. Comme 8(X) es fini et com;riz X n’a aucun sommet de degre 
impair, toute classe tragable est fortement librc, done est paire ou impaire. Soit A 
un ensemble fini minimal d’ar&es de X induisant [g(X)]. 
La relation < telle que F-on dit “G < G’ ssi G c G’ et E(G’\ G) n A $- 9” est un 
ordre sur I’ensemble des sous-graphes de X, et il est clpir que l’ensemble des 
sous-graphes finis de X sans sommet de degre impair, ordonne par cette relation, 
est inductif done possitde des elements maximaux. Soit G l’un d’eux, et soit 
X’ = X \ G. Puisque G est fini et n‘a que des sommets de degre pair, on a 
8,(X’) = {e’: 0 E8,(X)} poui- i = 0, 1, 
oii, pour F E 8(X), E’ = {YE E: Y z X’} est la classe tracable correspondante tie X’. 
D’apres P4 et 3.9 toute composante de X a un nombre fini pair de classes 
tracabkes impaires, done en raison de.4.7, il existe une involution sans point- fixe f 
de 8,(X) et une famille ( WF )EE6,(X, de chaines de X’ deux a deux a&e-disjointes 
telles que l’on ait: 
- WE = W& 
- WE est une (V(%,.&O), V((e,.,,((~&)‘)))-chaine. 
En vertu de la naximalite de G tout element de A n E(X’) n’appartient a 
aucun cycle de X’; cela impiique que I’on a for-cement 
Par suite, quel que soit E E gl(X), le graphe 
est un graphe infini verifiant les conditions Pl, P2, P4, P6 et P7, et qui est done 
2-tracable en raison de 4.2(2). 
Posons 
Y=X’\ u ZE’ 
FE8,(avb 
On a 
i5( Y) = &Y,)( Y) = {Gy : P E S,,(X)}, 
oti &\ =!GEE: Gc Y} pour &M’(X). 
tenant un representant 
verifie les conditions 1, P2 et P4, et qu’elle est dons 
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graphe fini sans sommet de degrt? impair. 0n pourra dor.c aisement cornpEter les 
graphes 2, pwr obtenir !e recouvrement cherche. 0 
Nous sommes maintenant en mesure de resoudre les deux problemes de Ore. 
9. 6or&w. Soit k un cardinal dinombrable. Le pius petit recouvrernent 2- 
trqable d’un graphe infini connexe X est de cardinalit dgale ti k ssi X vtrifie Ies 
conditions Pl et P4 et 1’une des deux conditions suivanres selorl le cas: 
P8(1) (k<K,J. g’(X) esr fini et h,+$h, = k; 
P8(2) (k =KJ. z?(X) est infini. 
bI@OpnS II. Les conditions sont nkcessaires en raison de 4.6 et de 43. Pour 
ces mimes raisons elles sc\nt suffisantes lorsque k est fini. Si k = N(, alors, puisque 
X \&ifie P4 il a un recoavrement 2-tracable d’apri% le Th6ori3me 2 de Nash- 
Williams [4], qui est done de cardinalit dinombrable en raison de Pl, et par suite 
&gale ti Ho en vertu de P8(2) et de 4.6. 0 
mwqaes. (1) Si X est localement fini alors, en raison de 1.21, nous 
retrouvons le th6ori?me de Zelinka [lo]. 
(2) Si k = KC, alors g(X) est infini mais n’est pas n&zessairement denombrable. 11 
suffit en effet de considerer I’arbre 4-regulier T. 11 vkrifie bie,n les conditions Pl, 
P4 et P8(2), avec 
puisque T est localement fini ef contient l’arhre diadique qui a 2”” classes 
terminales. 
4.11. ‘Mm&r&me. Soir k et s deux cardinaux dPnornbrabies. Le plus petit recouvre- 
ment tracable d’un graphe infini connexe X avec IVl(X)l = s est de cardinalit igale 
d k ssi X vkrifie la condition Pl et I’une des deux conditions suivantes selon les cas: 
P9(1) (k <K,). a’(X) est fini et h,+$(h,+s)= k; 
P9(2) (k =N,,). 8’(X) est ittjini. 
Consid&ons le graphe X’ tel que defini en .>.d Tout r?couvre- 
mcnt 2-tragablt: Sp de X’ induit un recouvrement tracable %tix = {G 17 X: G E ti+} 
de X, et on a bvidemment I.&xl = i&l. 
Hnversement B tout recouvremsnt tracable d de X qui est urinimal, c’e:<t-h-dire 
qu’il n’existe aucun recouvrement tragable de X moins fin qu A!, correspond un 
unique recouvrement 2-traqahlc &” de X’ tel que .dG = d. En effet si G est un 
grephe i-tracable, pour i = 0, I, 2, appartenant h d, alors toute extr6mit6 de G est 
un sommet de degrC impair de X, ceci en raison de la minimalit de &. 0~ pose 
alors 
x: x extremitC de G) 
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pour tout G E s3. II est alors clair que Ss’ = (G+)ci,S4 est le recowrement cherchk 
Par suite le plus petit recouvrement tragable de X et le plus petit recouvrement 
e de X” ont mcme cerdinalik Le risultat est alors une conskquence de 
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